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“Epimenides, der Kreter, sagte alle Kreter wdiren Liig-
ner und alle sonst von den Kretern aufgestellten Behaup-
tungen wdren gewif3 Liigen. War das eine Liige?” [1]

Abstract —  Das folgende Essay behandelt die Formali-
sierung der Mathematik, die Zerstorung der Hilbertschen Vi-
sion durch Gddel und das Halteproblem als praktisches, an
den Godelschen Beweis angelehntes Beispiel. Die wichtigs-
ten Begriffe wie formales System, Widerspruchsfreiheit und
Vollstindigkeit werden eingefiihrt. Abschliefiend wird Godels
Unvollstindigkeits-Theorem nah am Originalartikel erkldirt.

1 EINLEITUNG

Diese Arbeit fiihrt zunéchst in Zeit und Leute rund um
den Godelschen Unvollstindigkeitssatz ein. Nach der
Betrachtung der Hintergriinde der Hilbertschen Forde-
rung nach einer Formalisierung der Mathematik und ei-
ner Einfiihrung in formale Systeme in Abschnitt 2, be-
handelt Abschnitt 3 die Turing-Maschine, die forma-
le Systeme "automatisch" bearbeiten kann. Der Beweis
fiir die Unentscheidbarkeit des Halteproblems und so-
mit des Entscheidungsproblems wird nachvollzogen. Der
anschlieende Teil diskutiert den Zusammenhang mit
Godels Unvollstidndigkeitssatz. Im letzten Abschnitt 4.1
wird der Beweis der Unvollstindigkeit, wie in Godel ge-
fiihrt hat, nah am Originialdokument, nachvollzogen, be-
vor die Conclusio in Abschnitt 5 den Artikel abschlief3t
und kurz die Konsequenzen des Unvollstindigkeitssatzes
fiir die Mathematik beleuchtet.

2 DIE FORMALISIERUNG DER MATHEMA-
TIK

2.1 MILLENNIUM PROBLEME

Im Jahr 2000, verdffentlichte das Clay Mathematics In-
stitute (CMI, Cambridge) eine Liste von sieben ungelos-
ten Problemen der Mathematik und setzte fiir deren Lo-
sung jeweils eine Million Dollar Preisgeld aus. Motiva-
tion war nicht nur die Jahrhundertwende und damit die
Standortbestimmung der modernen Mathematik, sondern
wesentlich auch ein Vortrag von David Hilbert im Jahr

1900 [2], bei dem er zehn ungeldste mathematische Pro-
bleme formulierte, um einen Ausblick auf die im neu-
en Jahrhundert wichtigsten Forschungsgebiete der Ma-
thematik zu geben und zur Auseinandersetzung mit die-
sen Problemen zu animieren. Dies ist ihm, als einem der
groften Mathematiker seiner Zeit, auch gelungen.

Die zehn Probleme Hilberts (die noch im Jahr 1900
auf 23 ausgeweitet wurden) sind berithmt geworden, mit
ihnen die Mathematiker, die eines der Probleme 10s-
ten. Hilberts zweites Problem lautet: “Sind die arithmeti-
schen Axiome widerspruchsfrei?”’[3]. Die arithmetischen
Axiome sind die Peanoschen Axiome, welche die Grund-
lage fiir die Mathematik bilden sollten und heute noch als
(eine mogliche) didaktische Grundlage fiir das Studium
der Mathematik dienen.

Das CMI bemiihte Experten aus den einzelnen ma-
thematischen Fachgebieten, welche die mathematischen
Fragestellungen exakt ausformulieren sollten. Hilberts
Probleme waren viel einfacher formuliert, da zu seiner
Zeit die Mathematik noch nicht formalisiert war und
noch nicht auf axiomatischen Fundamenten stand. Dieses
Manko war Hilbert bewusst, und er war {iberzeugt, dass
eine Formalisierung der Mathematik notig und moglich
1st.

2.2 FORMALISIERUNG DER MATHEMATIK

Die Hoffnung und Forderung Hilberts, dass die Mathe-
matik vollstdndig formalisiert wiirde, entstand aus einer
tiefen Krise: Innerhalb der Logik wurden vorerst unlos-
bare Paradoxa gefunden. Eines der Bekanntesten ist die
Russellsche Antinomie, die von Bertrand Russell und
Ernst Zermelo entdeckt wurde. Russell argumentierte mit
Klassen und Pridikaten, folgende Formulierung ist aber
einfacher zu verstehen. Durch die Einfachheit wird klar,
warum diese Antinomie die Mathematik so schwer er-
schiittert hat.

Als Russellsche Klasse definieren wir die Menge M,
welche die Menge aller Mengen ist, die sich nicht selbst
als Element enthalten. Die Gretchenfrage lautet nun: Ent-
hilt M sich selbst?

Angenommen M enthilt sich selbst, dann gilt auf-
grund der Definition, dass sich M nicht selbst enthilt. Die



Annahme fiihrt also zu einem Widerspruch zur Definiti-
on. Wenn M sich aber nicht selbst enthélt, dann gehort
M zur Menge derjenigen Mengen die sich nicht enthal-
ten, d.h. M enthilt sich selbst. Russel ist also auf eine
Antinomie gestoBenl, auf zwei Aussagen, die sich wi-
dersprechen, aber beide beweisbar sind.

Das eingangs stehende Zitat iiber Epimenides, den
Kreter, basiert auf dem iiber 2000 Jahre alten Paradoxon
des Epimenides und ist von dhnlicher Form: eine Aussa-
ge wird solcher Art formuliert, dass sie weder bewiesen
noch widerlegt werden kann.

Als Ausweg aus diesen und anderen Paradoxa soll-
te die Mathematik formalisiert werden. Eine Formalisie-
rung geht von klar definierten Grundaussagen (Axiomen)
aus, von welchen sich die ganze Mathematik ableiten sol-
le. Damit wire kein Spielraum mehr aufgrund unprizi-
se formulierter Begriffe. Die formale Mathematik wiirde
sich darauf beschrinken, aus den Axiomen schrittwei-
se die Aussagen der Mathematik abzuleiten. Und solan-
ge die Axiome und Schlufiregeln einfach (intuitiv) wi-
ren, konnten keine Antinomien oder Paradoxa formuliert
werden. Ein schrittweiser, mechanischer Vorgang, nach
welchem Aussagen gewonnen werden, wird heute Al-
gorithmus genannt. Hier finden wir einen Hinweis auf
die enge Verwandtschaft von Informatik und mathemati-
scher Logik - davon spéter mehr, wenn wir Turings Be-
weis kennen lernen.

Nicht nur Hilbert forderte diese Formalisierung (Algo-
rithmisierung), sondern Russell selbst versuchte mit der
Principia Mathematica2, die Mathematik auf die Grund-
lage eines formalen Systems zu stellen und somit wider-
spruchsfrei zu machen.

2.3 FORMALE SYSTEME, WIDERSPRUCHSFREIHEIT
UND VOLLSTANDIGKEIT

Die Principia Mathematica, geschrieben von Bertrand
Russell und Alfred Whitehead, ist eines der wichtigsten
mathematischen Werke iiberhaupt und baut ein formales
System auf. Ein formales System besteht aus Symbolen,
Ableitungsregeln und (wenigen) Axiomen. Die Symbole
tauchen nahezu immer als Symbolketten auf, vergleich-
bar mit den ganzen Zahlen, die aus Ziffern zusammen-
gesetzt sind. Die Ableitungsregeln bestimmen, wie und
unter welchen Bedingungen eine Symbolkette in eine an-
dere umgewandelt werden kann; sie legen Operationen
fest. Die Axiome sind vorgegebene Formeln, welche die
Ausgangssitze fiir das formale System bilden, diese in-
itialisieren das formale System.

Eine gute Einfiihrung in formale Systeme gibt Dou-
glas R. Hofstadter in seinem monumentalen Werk “Go-

ler fand mit der Typentheorie auch eine Form der Mengenlehre, die
dieses Problem durch Einschriankung umgeht: Einfache Mengen diirfen
keine Mengen als Elemente enthalten.

2und der ihr zugrunde liegendenTypentheorie

del, Escher, Bach” [4]. Er stellt dort das MU-Rditsel [4,
S.37ff] vor. Zugrunde liegt das MIU-System, welches als
Symbole die drei Buchstaben M, I und U verwendet (wie
fiir alle formalen Systeme ist es wichtig, die Symbole von
ihrer eigentlichen Bedeutung zu 16sen, speziell bei Zahl-
zeichen ist dies essentiell!) Weiters gehoren zum MIU-
System vier (Ableitungs)Regeln:

1. Ist das letzte Symbol einer Kette ein I, kann ein U
angefiigt werden.

2. Aus Mx kann Mxx erzeugt werden. (z.B: aus MUM
wird MUMUM)

3. Die Symbolkette III kann durch U ersetzt werden.
4. Die Symbolkette UU kann gestrichen werden.

Das MU-Ritsel lautet nun: Kann aus der Kette (dem Axi-
om) MI die Kette MU erzeugt werden?® Wer sich mit
diesem Ritsel beschiftigt, hantiert mit einem formalen
System. Das MIU-System ist ein ganz einfaches forma-
les System, in welchem logische Aussagen nicht formu-
liert werden konnen. Hilbert fordert daher auch den Be-
weis der Widerspruchsfreiheit fiir das formale System,
das auf den Peano-Axiomen aufbaut. Wie aber ist die Wi-
derspruchsfreiheit definiert?

Ein formales System ist widerspruchsfrei, wenn von
den Aussagen A und nicht A*, das ist die Verneinung
von A, nur eine abgeleitet werden kann. Der Bruder der
Widerspruchsfreiheit ist die Vollstdndigkeit: Ein forma-
les System ist vollstindig, wenn entweder A oder A ab-
geleitet werden kann. Warum ist aber Vollstindigkeit so
wichtig? Weil die Paradoxa der Logik, und somit die Kri-
se der Mathematik nur gelost werden konnen, wenn je-
de wahre Aussage’ abgeleitet werden kann. Nur dann ist
die Mathematik formalisiert und alle Aussagen konnen
aufgelost und aus den Axiomen entwickelt werden. Zu-
sammen mit der Widerspruchsfreiheit bedeutet dies, dass
entweder A oder nicht A auf jeden Fall abgeleitet werden
konnen, aber nicht beide gleichzeitig.

3 ALGORITHMISIERUNG DER MATHEMA-
TIK UND DIE TURING-MASCHINE

Bevor wir im letzten Abschnitt Godels Beweis genau-
er analysieren, springen wir ins Jahr 1936, als Alan Tu-
ring das Halteproblem 16ste [5]. Bei den Versuchen, die
Mathematik zu formalisierten, setzte Alan Turing einen
ganz entscheidenden Schritt. Er 16ste den schrittweisen
Vorgang des Schlieens (Beweisens) aus der Mathema-
tik selbst heraus und erdachte eine Maschine, die dies
- theoretisch - alleine, ohne menschliche Hilfe, leisten
konnte. Er beschrieb die Turing-Maschine, welche in der

3Nein

“4eine Verneinung wird durch Uberstreichung gekennzeichnet. A be-
deuted also nicht A

Sinnerhalb des Systems wahr



Lage war, die schrittweise Ableitung aus Axiomen me-
chanisch durchzufiihren. Dazu stiitzte er sich auf Godels
Arbeit, im speziellen auf die Methode der Godelisierung,
der Reprisentation von Formeln durch Zahlen, und damit
die Reduzierung von logischen Problemen auf arithmeti-
sche.

Die Turing-Maschine ist relativ einfach aufgebaut: Sie
besteht aus:

— einem unendlichen Band mit fortlaufenden Feldern,
in jedem Feld ist immer genau ein Symbol gespei-
chert,

— einer Maschine, die von diesem Band lesen und
schreiben kann und die sich schrittweise auf dem
Band hin und her bewegen kann

— und einer (endlichen) Zahl von inneren Zustinden
der Maschine.

Die Analogien zu formalen Systemen sind dabei: Das
Band mit den Symbolen reprisentiert die Symbolketten,
die inneren Zustidnde entsprechen den Schlufiregeln und
die Startposition, zusammen mit der genauen Symbolbe-
legung des Bandes beim Start, entspricht den Axiomen,
den Ausgangsbedingungen formaler Systeme. Alle drei
Elemente lassen sich (theoretisch) niederschreiben und
konnen als Programm fiir die Turing-Maschine angese-
hen werden.

Wird nun eine Turing-Maschine mit einem gewissen
Programm und einer gewissen Symbolfolge (Axiome)
gestartet, arbeitet sie automatisch so lange, bis sie einen
Zustand® erreicht hat, der als Endzustand definiert wur-
de. Dann bricht sie die Bearbeitung ab, das Programm
endet. Die Ausgabe des Programms liegt anschliefend in
Form von Symbolen auf dem Band vor.

Um Hilberts Forderung nach einer strikten Formali-
sierung zu verwirklichen, musste auch das so genannte
Entscheidungsproblem gelost werden, das Hilbert 1928
formulierte. Genauer wollen wir das spezielle Entschei-
dungsproblem, das Entscheidungsproblem in der Prédi-
katenlogik und die Losung Turings behandeln. Die Hil-
bertsche Fragestellung lautete: Gibt es ein (Entschei-
dungs)verfahren, das eine mathematische Aussage auf
seine Korrektheit’ iiberpriift? Mit einem solchen Verfah-
ren wire es moglich Aussagen, wie die des Epimenides,
auf Korrektheit zu iiberpriifen, das Verfahren wiirde ein-
fach "Ja" oder "Nein" antworten. Es sollte also eine Mog-
lichkeit gefunden werden, fiir eine beliebige Aussage zu
iiberpriifen, ob sie beweisbar ist.

6es konnen auch mehrere Zustinde als Endzustinde defniert werden
TKorrektheit kann fiir unsere Zwecke mit Beweisbarkeit gleichge-
setzt werden.

3.1 DAS HALTEPROBLEM

Turing und Alonzo Church® beantworteten diese Frage
funf Jahre nachdem Godel den Unvollstindigkeitssatz
bewies. Fiir uns ist dabei zweierlei von Interesse: Zu-
nichst die Konsequenz, die sich aus den beiden Bewei-
sen ergibt: Wenn ein System ein Entscheidungsverfahren
kennt, ist es vollstidndig, da ein Entscheidungsverfahren
jede (wohlgeformte”) Aussage iiberpriifen konnen muss.
Zweitens, die Ahnlichkeit der Beweise, womit wir G6-
dels rein formalen Beweis fiir Informatiker verstdndli-
cher machen.

Turing ubertrdgt also Algorithmen auf die Turing-
Maschine und behauptet in seiner Arbeit, dass die Ma-
schine jede Berechnung durchfiihren kann, zu der auch
ein Mensch in der Lage ist. Wenn also ein Programm ge-
schrieben wird, welches feststellt, ob ein Aussage korrekt
ist, muss dieses Programm nur noch in einen Endzustand
gelangen, also anhalten, und das Entscheidungsproblem
wire gelost. Das Halteproblem iibertrégt das Entschei-
dungsproblem auf die Turing-Maschine: Ist es moglich,
ein Programm zu schreiben, welches fiir ein beliebiges
Programm feststellt, ob dies anhdlt? Kann ein Haltetester
kodiert werden?

Im System der Turing-Maschine kann das Haltepro-
blem nicht entschieden werden. Turings Beweis wird oft
iiber folgende Analogie erklidrt: Gehen wir davon aus,
dass ein Haltetester [6] geschrieben werden kann. Die-
ser erhilt als Eingabe ein Programm, also eine Turing-
Maschine mit Bandinhalt, inneren Zustinden und der
Startposition und analysiert, ob das Programm anhilt.
Nun gibt es ein weiteres Programm, den Haltetestverder-
ber. Auch der Haltetestverderber verwendet ein komplet-
tes Programm als Eingabe und benutzt den Haltetester
um zu analysieren, ob das Programm anhilt. Sollte es
halten, geht er in eine Endlosschleife iiber, sollte es nicht
anhalten, so hilt der Haltetestverderber an.

Ahnlich wie bei Godel wird jetzt eine Formel des Sys-
tems, bei uns der Haltetestverderber, auf sich selbst an-
gewendet: Wir geben dem Haltetestverderber sein eige-
nes Programm als Eingabe. Was passiert? Sollte das Pro-
gramm des Haltetestverderbers anhalten, sorgt dieser da-
fiir, dass es nicht anhilt, was ein Widerspruch ist. Soll-
te hingegen das Programm anhalten, so geht der Hal-
tetestverderber nicht in eine Endlosschleife, und er hilt
an. Wir haben ihn aber so konstruiert, dass er nie anhilt,
auch dies ist ein Widerspruch. Turing hat mit dieser Ar-
gumentation bewiesen, dass es keine allgemeinen Halte-
tester geben kann! Mit andere Worten: Der Haltetestver-
derber mit seinem eigenen Programm als Eingabe hilt

8Church bewies dies zwar Monate bevor Turing seine Arbeit ver-
offentlichte, schlug aber den formalen Weg ein. Wir interessieren uns
hier fiir Turings Beweis

9 Aus den Symbolen entsprechend der Regeln des formalen System
Zusammengesetzt.



genau dann an, wenn er nicht anhilt.
3.2 DAS HALTEPROBLEM IST UNENTSCHEIDBAR

In Turings Beweis kommt kein Haltetester und kein Hal-
tetestverderber vor. Bevor wir den Beweis niher in seiner
Originalform betrachten, hier noch die Idee des Bewei-
ses nach Turing: “Es wird gezeigt, dass es keine allge-
meine Methode gibt die feststellt, ob eine gegebene For-
mel U beweisbar in Z ist, oder, was sich auf das glei-
che belduft, ob das System Z mit der hinzugefiigten For-
mel -U konsistent ist.” [5, S. 259]'° Es folgt also aus der
Unentscheidbarkeit des Halteproblems dasselbe wie aus
dem Unvollstindigkeits-Theorem: Ein formales System
ist entweder unvollstindig oder widerspriichlich.'!

Wir setzten die Turing-Maschine und ihre prinzipiel-
le Moglichkeit, alle Aussagen eines formalen Systems
zu berechnen als gegeben voraus'2. Dann folgt, dass je-
de Aussage als Programm fiir eine Turin-Maschine nie-
dergeschrieben werden kann. Alle moglichen, korrekten
Programme'? fiir die Turing-Maschine kénnen nun in ei-
ner Liste sortiert werden. Dabei beschrianken wir uns auf
Programme, die genau eine Zahl (Symbolkette) als In-
put haben. Wohlgemerkt sind das al/le Programme, wobei
nicht jedes Programm einer Aussage entsprechen muf,
aber alle Aussagen durch mindestens ein Programm ab-
gebildet werden.

Wenn wir nun wissen wollen, ob eine bestimmte Funk-
tion f(n) fiir alle moglichen Eingaben n berechenbar ist,
starten wir die Turing-Maschine fiir jedes n und warten
ab, ob sie im Endzustand stehen bleibt. Was aber wenn
die Turing-Maschine nicht anhilt? Es ldsst sich von Aus-
sen nicht feststellen, ob eine Turing-Maschine ewig wei-
ter lauft (in einer Schleife gefangen ist) oder ob nur noch
langer zu warten ist, bis das Ergebnis feststeht. Es wird
also eine Methode bendtigt, die analysiert, ob ein Pro-
gramm anhilt, oder nicht.

Nehmen wir an, es gibt ein Verfahren, das fiir ein be-
liebiges Programm angibt ob es anhilt. Dann konnte fest-
gestellt werden, ob die zum Programm gehorende Funk-
tion berechenbar ist, und weiters, dass (so es sie gibt)
die entsprechende Aussage im formalen System ableit-
bar ist. Mithilfe dieses Verfahrens wire es also moglich,
alle Funktionen aus der Liste zu streichen, die nicht be-
rechenbar sind. Es ist also moglich eine Liste aller be-
rechenbaren Funktionen aufzustellen. Schreiben wir die-
se Liste nieder[7, 2.3 Berechenbarkeit und Turings Hal-
teproblem]: in die erste Zeile die erste Funktion fi(n)
mit allen moglichen Eingaben'#, in der zweiten Zeile die

10{Jbersetzung des Autors

lgenau  genommen nur eine
Unvollstindigkeits-Theorems

12Turing zeigt in seiner Arbeit, dass beides moglich ist

13im formalen System wohlgeformten Aussagen

14Hier als natiirliche Zahlen, es konnen aber beliebige Symbolketten
als Eingabe definiert werden.

schwichere Form des

zweite Funktion fs, etc.:

fi(1), f1(2), f1(3), ...
f2(1)7 f2(2)7 f2(3),
f3(1)7 f3(2)7 f3(3),

Auf diese Liste wird jetzt Cantors Diagonalverfahren an-
gewendet: Wir wihlen pro Zeile ein Element entlang der
Diagonale, und addieren zu jedem Element 1: f1(1) +
1, f2(2)+1, f3(3)+1,....Diese Diagonalisierung gibt
eine neue Funktion fp an, die nicht in der Liste aller be-
rechenbarer Programme vorkommt, da sich ihre Ergeb-
nisfolge von allen anderen unterscheidet. fp kann nicht
in der ersten Zeile stehen, da sich das Ergebnis fiir fp (1)
von f1(1) um 1 unterscheidet, auch nicht in der Zeile
von f5, usw. Es handelt sich um eine neue Funktion, die
nicht in der kompletten Liste vorkommt. Also gibt es kei-
ne Moglichkeit eine solche Liste zu generieren, da im-
mer die Diagonalfunktion erzeugt werden kann, die dann
nicht in der Liste enthalten und somit nicht berechenbar
ist.

Was aber, wenn wir eine Liste aller Funktionen auf-
stellen, auch solcher die nicht berechnet werden konnen?
Wir erzeugen eine erweiterte Diagonalfunktion: Wenn
das Element f,,(n) aus der Liste nicht berechenbar ist,
soll das erweiterte Diagonalelement gleich 1 sein. Auch
die erweiterte Diagonalfunktion ist nicht in der Liste ent-
halten, sie unterscheidet sich ebenfalls von jeder geliste-
ten Funktion an mindestens einer Stelle. Entweder in der
gleichen Art wie vorher, oder sie gibt 1 fiir undefinier-
te f(n) aus. Es kann also durch das Erzeugen der Dia-
gonalfunktion immer ein nicht berechenbares Programm
erzeugt werden. Uber dieses Programm kann die (hypo-
thetische, aber allgemeine) Methode, die feststellt, ob die
Maschine hilt, nichts aussagen, da sie nicht in der kom-
pletten Liste vorkommt.

Halt die Turing-Maschine fiir die neu erzeugte, erwei-
terte Diagnoalfunktion? Nein, denn um die Diagnoalfun-
tion zu erzeugen, miissen auch die undefinierten f,,(n)
analysiert werden, aber genau wenn die Funktion undefi-
niert ist hilt die Maschine nicht. Wir haben eine korrekte
Funktion definiert (sie setzt sich aus einer einfachen Ab-
wandlung der Liste aller korrekten Funktionen zusam-
men), fiir die es keinen allgmeinen Haltetester gibt. Das
Halteproblem ist unentscheidbar. Damit hat Turing die
Unentscheidbarkeit des Halteproblems bewiesen. Nach-
dem das Halteproblem eine Variante des Entscheidungs-
problems ist, fithrt dies zu der Konsequenz, dass ein for-
males System entweder unvollstindig oder widerspriich-
lich ist.

Es ist anzumerken, dass das Halteproblem nicht mit
Hilfe einer Turing-Maschine entscheidbar ist. Ebenso ist
der Unvollstindigkeitssatz nicht im formalen System'

13der Principia Mathematica



entscheidbar. Es gibt in beiden Fillen méachtigere Sys-
teme (bzw. Maschinen), welche die Probleme 16sen kon-
nen. Aber diese wiren fiir sich genauso ungeniigend, d.h.
fiir eine michtigere Maschine, welche das Halteproblem
fiir Turing-Maschinen 16st, kann wieder ein Haltetester
und ein Haltetestverderber geschrieben werden.

Hilberts Vision einer komplett formalisierten Mathe-
matik muss also scheitern. Turing hat dies anschaulich
bewiesen und sich dabei auf die Ergebnisse Godels ge-
stiitzt. Die Beweisidee folgt in weiten Teilen der des Un-
vollstindigkeitssatzes, der allerdings wesentlich forma-
ler gefiihrt wurde. Der oben skizzierte Beweis sollte aber
aufgrund der Ahnlichkeit helfen, Godels Ausfiihrungen
nachzuvollziehen.

4 GODELS UNVOLLSTANDIGKEITS-

THEOREM

Kurt Godel bewies in den "Monatsheften fiir Mathema-
tik und Physik" [8], dass die Principia Mathematica nicht
beides, sowohl widerspruchsfrei als auch vollstindig sein
kann. Godel gelang es zu zeigen, dass der Beweis nicht
nur fiir die Principia Mathematica gilt, sondern auch das
Zermelo-Fraenkelsche (das System der Arithmetik na-
tirlicher Zahlen mit Addition und Multiplikation) und
damit dem arithmetischen System, das aus den Peano-
Axiomen entsteht, und daraus abgeleiteten Systemen'®.
Zudem greift Godel nur auf ganze Zahlen zuriick, was die
Auswirkung des Satzes auf die Mathematik umso ver-
heerender macht.

4.1 UBER FORMAL UNENTSCHEIDBARE SATZE

Godels Unentscheitbarkeits-Theorem brachte im Jahr
1931 die Bemiihungen der Mathematik, logische Para-
doxa durch Formalisierung auszuschlieen zu Fall. Thm
gelang es, das Paradoxon zu formulieren, dass ein Satz
innerhalb formaler Systeme, die michtig genug sind
grundlegende Arithmetik abzubilden, nicht beweisbar
ist, obwohl er wahr ist!”. Wir wollen in Folge niiher auf
den Beweis eingehen und ihn analysieren. Dazu wird er
in drei Teile zerlegt: Zunichst die Godelisierung der For-
meln der Principia Mathematica, anschlieend die Dia-
gonalisierung, mittels welcher eine neue Formel erzeugt
wird, und zuletzt der Beweis der Unentscheidbarkeit. Da-
bei stiitzen wir uns auf sie Beweisskizze wie sie Godel
beschreibt [8] und verwenden auch weitest gehend die-
selbe Notation, sodass ein Nachvollziehen anhand der
Originalschrift mdglich ist.

16 Abgeleitetes System: dem System wird eine (endliche) Zahl von
Axiomen hinzugefiigt
17abgeschwiichtes Unvollstindigkeits-Theorem

4.1.1 Godelisierung

Dies ist Godels erster Schritt, der so bedeutsam ist, dass
er seinen Namen bekam: die Godelisierung. Er bildet
das gesamte System der Principia Mathematica isomorph
(umkehrbar eindeutig) auf die natiirlichen Zahlen ab, es
werden also Aussagen (Formeln) des Systems im Sys-
tem selber dargestellt! Das heifit, Formeln werden durch
natiirliche Zahlen représentiert. Und da das formale Sys-
tem der Principia Mathematica Aussagen iiber natiirliche
Zahlen trifft, ist es jetzt in der Lage, Aussagen iiber sich
selbst zu treffen.

75 Jahre spiter, aus der Sicht des Informatikers, ist die-
ses Verfahren beinahe schon intuitiv: Es entspricht einer
Codierung der Zeichen des formalen Systems, z.B. in
ASCII-Code. Jedem ASCII-Codezeichen kann eine na-
tiirliche Zahl zugeordnet werden. Eine Folge von Zahlen
kann kodiert werden, sodass das Ergebnis wieder nur ei-
ne Zahl ist. Dabei muss die Kodierung immer umkehrbar
bleiben!

Wir vollziehen Godels urspriingliches Verfahren nach:
Er weiflt zunéchst jedem Zeichen aus dem formalen Sys-
tem der Principia Mathematica eine natiirliche Zahl zu.
Da Formeln als Symbolketten dargestellt werden, ent-
spricht eine Formel einer Folge von natiirlichen Zah-
len. Auch dieser Zahlfolge ordnet Godel wieder ei-
ne (umkehrbar) eindeutige Nummer zu: Die Godelisie-
rung weist der Reihe nach der n-ten Stelle der Zahlfol-
ge die n-te Primzahl (in der Folge der Primzahlen) zu,
die mit dem Zahlwert der n-ten Stelle exponiert wird:
gd(x1293 ... y) = 271 - 3%2 . ... . pPn_ Schlussend-
lich ist ein Beweis nun wiederum durch eine Folge von
natiirlichen Zahlen darstellbar, und auch diese Folge ist
wiederum godelisierbar.

Wichtig ist dabei zu zeigen, dass die Beweise und
Formeln rekursiv definiert werden konnen. Dies nimmt
einen guten Teil in Godels Originalbeweis ein.

Mittels Primfaktorenzerlegung lisst sich jede der go-
delisierten Symbolketten wieder auflosen: aus einer Zahl
wird eine Folge von Folgen von natiirlichen Zahlen, die
Symbolkette, die einen Beweis wiedergibt.

4.1.2 Diagonalisierung

Dieser Schritt ist das Wesentliche an Godels Beweis. Fiir
die weiteren Ausfiihrungen beschrinkt sich Godel auf
Formeln der Principia Mathematica mit genau einer frei-
en Variablen aus den natiirlichen Zahlen und bezeichnet
diese als Klassenzeichen.

Alle Klassenzeichen werden nun (beliebig) sortiert
und durchnummeriert, das n-te Klassenzeichen (die n-te
Formel) wird mit R(n) bezeichnet. Dabei werden alle(!)
Klassenzeichen sortiert, das ist fiir die Diagonalisierung
essentiell.



Zudem wird nun ein Klassenzeichen, welches die Be-
weisbarkeit ausdriickt, formuliert: Bew|[R(z); y] bedeu-
tet, dass das in der Liste an der Stelle x stehende Klas-
senzeichen, wenn die Variable y eingesetzt wird, nicht
beweisbar, d.h. im System nicht ableitbar ist. Dabei ist
Bew[R(x); y] wiederum ein Klassenzeichen des Sys-
tems, sprich: eine Formel mit einer freien Variable vom
Typ der natiirlichen Zahlen und damit in unserer Liste
enthalten.

Nun definiert Godel eine Klasse'® natiirlicher Zahlen:
n € K = Bew [R(n); n]. In Worten: wenn n zur Klasse
K gehort, ist das Klassenzeichen R(n) mit n als Varia-
ble nicht beweisbar. Die Klasse K macht also eine Aus-
sage liber ein Klassenzeichen, wenn die ihm zugeordnete
Godelnummer eingesetzt wird (Diagonalisierung). In ge-
wissem Maf3e macht K eine Aussage iiber sich selbst, da
die Godelnummer nur eine andere Darstellung der For-
mel ist. Da die Begriffe iiber welche K definiert ist, al-
le in der Principia Mathematik definierbar sind, ist dies
auch der zusammengesetzte Begriff K [8, S. 175].

Jetzt fithrt Godel die Formel S ein, die nichts ande-
res besagt, als dass die natiirliche Zahl n zu K gehort,
S(n) = n € K'Y, S ist aber wiederum ein Klassenzei-
chen und kommt somit in unserer Liste aller Klassenzei-
chen vor, und zwar an der Stelle ¢: S = R(q). In Worten
sagt S(n) aus, dass das Klassenzeichen R(n), wenn des-
sen Godelnummer n als Argument verwendet wird, nicht
beweisbar ist.

Nun konstruiert Godel die Diagonalformel: Er setzt q
in S ein: S(q) = q € K. q ist aber gerade die Godel-
nummer von S! Ausgeschrieben kann dies interpretiert
werden als: Wenn S(q) gilt, dann ist S(¢) mit g als Varia-
ble nicht beweisbar! Wenn S durch das dementsprechen-
de R(q) ersetzt wird, gelangen wir zur Diagonalformel
R(q) = Bew [R(q); q], auf deren Grundlage die Unent-
scheidbarkeit bewiesen wird.

4.1.3 Unentscheidbarkeit

Analysieren wir [R(q); q) = Bew[R(q); q]: Wenn
[R(q); q] gilt, ist [R(q); ¢] nicht beweisbar. Dies wird
oft als Aussage der Art "Ich bin nicht beweisbar" gedeu-
tet und erinnert uns ein letztes Mal an Epimenides und
die Liigen der Kreter. Exakter formuliert heif3t es "Wenn
ich gelte, bin ich nicht aus dem System ableitbar". Die
Beweisbarkeit der Formel [R(q); ¢] ist nun nicht ent-
scheidbar, dazu untersuchen wir zwei Fille:

1. Wenn der Satz [R(q); g] beweisbar ist, dann wi-
re er auch richtig und widerspricht der Definition,

8Der Begriff der Klasse ist mit dem der Menge vergleichbar, fiir die
weiteren Betrachtungen ist der genaue Unterschied nicht relevant.

198(n) “ist nur eine metamatematische Beschreibun g des unent-
scheidbaren Satzes”[8, S. 175] Die im diesem Text folgenden Formeln
in welchen S vorkommt (ausgenommen S = R(q)), sind daher ma-
thematisch nicht korrekt, dienen aber der Verstindlichkeit.

dass[R(q); q] nicht beweisbar ist. Das formale Sys-
tem ist also widerspriichlich.

2. Ist [R(q); q] allerdings nicht beweisbar (ist dessen
Negation beweisbar), dann gilte Bew [R(q); q].
[R(q); g] wire also ebenso wie seine Negation be-
weisbar, was unmoglich ist.

Wenn der Satz [R(q); ¢] nicht beweisbar ist, ist es des-
sen Negation? Godel fiihrt in seinem Beweis aus, dass
in einem widerspruchsfreien System? auch die Negati-
on nicht bewiesen werden kann: Also ist weder [R(q); ¢]
noch dessen Negation beweisbar. Das System ist unvoll-
standig.

Auch hier gilt: Die Unentscheidbarkeit kann nur im
System nicht entschieden werden, durch metamathema-
tische Uberlegungen - auBerhalb des Systems - ist sofort
klar, dass [R(q); g] wahr ist, da er ja seine eigene Unbe-
weisbarkeit behauptet.[8, p. 176]

Werden diese Ableitungen im formalen System ge-
fiihrt, sind sie direkt verstdndlich. Vorraussetzung ist ein
formales System, dass geméB der Forderung vollstindig
und widerspruchsfrei ist. Wir fordern auch die Korrekt-
heit: alles was ableitbar ist, soll wahr sein.

— W SF (Widerspruchsfreiheit):
(Bew(A) A Bew(A))
- VOL (Vollstindigkeit): Bew(A) V Bew(A)
- KOR (Korrektheit): Bew(A) — A
Es gelang die Diagonalformel [R(q); ¢] =
Bew [R(q); q], herzuleiten. Bezeichen wir sie als
Formel I und untersuchen sie: Aufgrund der Voll-

stindigkeit gilt entweder a) Bew[R(q); q] oder
b) Bew[R(q); ql-

a) Ang. Bew [R(q); ] =25
[R(q); dl -
Bew [R(q); q] Widerspruch zur WSF
b) Ang. Bew[R(g): ] =7
I
[R(q); 4l -
Bew [R(q); 4] —
Bew [R(q); q] Widerspruch zur WSF

Da weder a) noch b) gilt (beide fiihren zu einem Wi-
derspruch zur Vorraussetzung) ist die Vollstandigkeit ver-
letzt. Gehen wir davon aus, daf} unser System nicht Voll-
standig ist, ist auf jeden fall die Wiederspruchsfreiheit
verletzt. So hat Godel also seinen Unvollstindigkeitssatz
formuliert:

20genauer: w-Widerspruchsfreiheit, iiber welche auch Gédel den Be-
weis fiihrt.



“Jedes hinreichend mdchtige formale System ist ent-
weder widerspriichlich oder unvollstindig.”

5 CONCLUSIO

Was beutet nun, dass ein System nicht widerspruchsfrei
und vollstindig gleichzeitig sein kann? Zunéchst einmal,
dass die Mathematik nicht so formalisiert werden kann,
wie Hilbert es forderte. Das eng verwandte Entschei-
dungsproblem sagt zudem aus, dass Aussagen nicht me-
chanisch auf ihre Wahrheit iiberpriifbar sind. Das heil3t
aber nicht, dass die Mahtematik zu falschen Ergebnis-
sen kommt. Und das Unvollstindigkeits-Theorem bringt
auch die Principia Mathematica oder auf die arithmeti-
schen Axiome aufbauende Systeme nicht zu Fall, denn
sie haben sich als gute Grundlage um Mathematik zu be-
treiben, erweisen.

Man konnte soweit gehen, und Godels Satz als Recht-
fertigung ansehen, unbewiesene Aussagen, sprich Hypo-
thesen, so sie sich niitzlich erweisen, als Grundlage fiir
weitere mathematische Erkenntnisse zu nutzen.[7, Kapi-
tel 5.7 Unentscheidbarkeit und Wahrheit] Mathematik ist
aus philosophischer Sicht der Physik nihergeriickt und
nicht die Wissenschaft, die sich aus sich selber (mit Hil-
fe einer weniger Axiome) erschafft. Zumindest nicht Wi-
derspruchfrei und Vollstindig.
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