Mathematik 2 fiir Informatiker - 6. Ubung am 20.11.2007

1 Beispiel 113

Angabe

Man berechne die Ableitung von f(z,y) = 2 + 4y? im Punkt P,(3,2)

(a) in Richtung der Koordinatenachsen,
(b) in Richtung von (-1,-1), sowie

(c) in Richtung von gradf.

Grundlagen

Losung

(a)

in Richtung x-Achse: %(ﬁ +4y?) = 2z im Punkt Py(3,2):2-3=6
in Richtung y-Achse: g—g(xg +4y?) = 8y im Punkt Py(3,2):8-2=16

(b) in Richtung (—1,—1)

p=( ) prommios lo =v2=e= (%)

O () - R Y I I - D
@(PO)—gradf(Po) e= ( 8y> ( \_/g ) VAR A 15,5565

(c) in Richtung grad f
Richtungsableitung in Richtung grad f(Py) = ||grad f(Po)||

wat () =) ) (5)] =] & | = ver i = vase = 17,088

2 Beispiel 117

Angabe

Es sei F(x,y) = 2% — 32y + y> — 1 = 0. Man berechne 3’ und y”.



Grundlagen

Losung

Fo(z,y) = 32> -3y+0—-0=32>—3y
Fy(z,y) = 0-3z+3y>—0=—3x+3y°
322 — 3y 322 — 3y
"(z) = — = F, #0!
() = 2F FyFyy — FiFm — F2F,,
ry
F,, = 6z
Foy=Fy = -3
EJy = 6y

2(3z?% — 3y)(—3z + 3y*)(—3) — (3z + 3y*)? - (=3) — (3z* — 3y)* - (-3)

(—3x + 3y?)3 B
2(32% — 3y)(=3y + 3y*)(=3) — 3z + 3y*)* - (=3) — (32* — 3y)* - (=3)

(—3x 4 3y?)3 o

3 Beispiel 120

Angabe

In welchen Punkten der Kurve 22 + 4xy + 16y% = 27 sind die Tangenten horizontal, in welchen

vertikal?

Losung

F, = 2x+4+4y
F, = 4x+4 32y

(1) horizontale Tangente (F, =0, F, = k)

2 +4y=0 =x=-2y

dr + 32y =k = 8y+32y==k
= *ké _Ck
Y= 7" 19

Fiir welches k ist die Gleichung giiltig? (Welches k liegt auf der Kurve?)

() () @)y - =

k2 —k2 k2
44— 4 16— = 2 212-12
122 T g T 6 242 7 |
1242 k2 12k2
4-(— 16-—— = 2
12 ( 2)+ 6 24 -2 7
K2 —4k? + 4K = o7
5k2 = 27
k= +36



—(£36)
= = 3 =
T 2 + Y

+
_ 36 _ .3
20 2

Die Funktion hat in den Punkten (—3,3/2) und (3, —3/2) eine horizontale Tangente.

(2) vertikale Tangente (F, = k, F, =0)

k
20 +4y =0 :>k:—12y:>y:—ﬁ
dr+36y=0 =ax= -8y
N 2k
T =—
3
Welches k liegt auf der Kurve?
2 2 _
x° +4zy + 16y~ = 27
2%\ ? 2% —k —k\?
il 4. 16 [ — - 9 .
(5) (5 m)ol(z) -7
4k® —2k* + K = 27
K o= 9
k = 43
2k —k 1
=" —49 - =
T3 Y= 12 Ty

Die Funktion hat in den Punkten (2, —1/4) und (3, —!/4) eine vertikale Tangente.

4 Beispiel 123

Angabe
Man bestimme alle relativen Extrema und Sattelpunkte der Funktion f(x,y) im angegebenen Be-

reich. Hinweis: Eine symmetrische 2x2-Matrix ist genau dann indefinit, wenn ihre Determinante
negativ ist.

fla,y) = (22 +y?) — 2 (a? — y?) fiir 2,y € R.

Grundlagen

e (x9,yo) rel. Extremum von f < grad f(zo,yo0) = (0,0) (notwendige Bedinung)

e grad f = (fw(anyO)’fy(l‘myO)) = (070)

Losung

existieren rel. Extrema?grad f(xo,y0) = (0,0)?

offensichtlich ist der Punkt (0,0) fiir grad f = (0,0)

grad feon) = (7 ) = 0.0) 220

fo = 2@*+9?) - (22) — 4o = 4x(y® + 2?) — 4o = dx(2® + % - 1)
fy = 20" +9%) - (29) + 4y = 4y(y® + 2%) + 4y = 4y(2® + y* + 1)



r =4z +dzy? —4x =0 c4x
Y

% + y2 =
x =+/1—y2
Iy = dy(z? +y? +1) =0 |z einsetzten
= 4y<j: 1—y2)2+4y3+4y =0
= 4y(1 —y?) + 493 + 4y =0
= dy — 4y + 4y + 4y =0
Y

r=4y1-9y2=4V1=+1

es existieren also 3 mogliche Extremstellen: (0,0), (1,0) und (—1,0):

e (0,0)
grad f(0,0) =0
H: = ( fww($0ay0> fzy(anyo) )
7\ fye(@o, o) Fyy(@o, v0)
f:rz = 1227 + 4y2 —4
ffﬂy = fyz = 8xy
fry = 42® +12y* +4
-4 0
m=(501)
grad f(0,0) = (0,0)
fez <0
Jrafyy — foyfyz = —16 <0
D < 0 = Sattelpunkt
e (1,0)
8 8
i3 5)
grad f(1,0) = (0,0)
Jza >0
fxxfyy - fa:yfyx =0
e (0,1)

grad f(0,1) = (0,8)

= es liegt kein Extremum vor



5 Beispiel 128

Angabe

Man bestimme alle relativen Extrema und Sattelpunkte der Funktion f(z,y) im angegebenen Be-
reich. Hinweis: Eine symmetrische 2x2-Matrix ist genau dann indefinit, wenn ihre Determinante
negativ ist.

f(z,y) =sin(x + y) + sinx + siny fiir 0 < z,y < 7/2.

Grundlagen

Losung

fy = cos(zr+y)-1+cosz =0
fy = cos(x+y)-1+cosy =0

beide Gleichungen von einander substrahieren, erlaubt, da z,y auf [0, 7/2] beschrankt sind

cosx —cosy = 0
cosx = cosy
r =y

= fr: cos(2z) + cos(z) =0

cos(2x) + cosx =0
Anm:

2 2

e cos(2z) = cos*x — sin“z

o cos?z +sin2z=1=sin%z=1—cos?z

2

e — cos(2x) = cos?z — (1 — cos?

r) =2cos?r —1

cos(2z) + cosx

2cos?(x) +cosz —1 =

_ o O

2cos?(z) +cosz =
Hier komme ich nicht mehr weiter, den ganzen ’cosinus Ausdruck’ ins maxima:

Tl =-T Xog=T/3 xgz=—T/3

wobei ziund x3 ausserhalb des Definitionsbereiches sind, und nicht weiter betrachtet werden.
Somit bleibt ein Punkt, der auf einen Extremwert untersucht wird: (7/3,7/3)

foe = —sin(zx+y)—sinz
fzy = fya: = - sin(x + y)
fyy = —sin(z+y)—siny



o (7/3,7/3)

grad f(~/3,7/3) = (0,0)

. _ ( —1732 —0.866
F=\ —0.866 —1.732

D =22499 >0
fox <0 = rel. Min.

Die Funktion hat im Definitionsbereich einen Extremwert, ndmlich ein Minimum an der Stelle

(7/3,7/3)
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